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1 Introduccion

La paradoja de Banach-Tarski es una de los resultados mas anti-intuitivos de las matemaéticas
modernas, y una de las principales razones por las que algunos no estdn cémodos con razon-
amientos que usan el axioma de eleccién: cuando los matemadaticos vieron que te permitia
dividir una bola en dos, algunos dijeron, 'pues mejor no usamos este axioma no?’. Pero
a dia de hoy no hay mucho reparo en usarlo: por ejemplo, se usa para probar cosas tan
sencillas como que si tienes una funciéon f : R — R y para toda sucesién x, convergente a
x € R, f(z,) converge a f(x), entonces f es continuaﬂ
Pero, ;qué dice este axioma? Una forma de expresarlo es la siguiente:

Axioma 1 (Axioma de eleccién). Dada una coleccion {As}a de conjuntos disjuntos dos
a dos, podemos encontrar un conjunto B que contiene exactamente un elemento de cada
uno de los Aq.

Parece algo natural e inofensivo. El objetivo de este pdf es probar en detalle la paradoja
de Banach Tarski, indicando donde se usa el axioma de eleccién en su prueba y centrandonos
en cémo se usa una descomposicion paradéjica del grupo libre Fy v la existencia de un grupo
de rotaciones isomorfo a o para probar la paradoja.

2 Equidescomponibilidad y el teorema de Banach-Tarski

Definicién 2. Primero un poco de notacién: Dados subconjuntos A, Aq,..., A, de un
conjunto X decimos que A =AU ---UA,si A=A U---UA, ylos A; son disjuntos dos
a dos.
Diremos que dos espacios métricos A, B son equidescomponibles, A ~ B, si existen
particiones de A y B,
A=A 1UAU---UA,

B=BUByU---UB,
e isometrias fi,..., f, tales que f;(4;) = B;.
Un par de propiedades faciles de obtener:

Proposicién 3. ~ es una relacion de equivalencia. Ademds, si Ay ~ As, By ~ By son
subespacios de un espacio métrico X y A; es disjunto con B;, entonces AU By ~ Ay U Bs.

Demostracion. Lo tnico que no es directo de la definicién es que ~ cumple la propiedad
transitiva: si A ~ B mediante funciones f; : A; — B;,i = 1,...,m y B ~ C mediante
funciones g; : Bj — Cj,j = 1,...,n, podemos considerar los conjuntos B;; = B; N B

!También es cierto que para eso vale con alguna forma més débil del axioma de eleccién, que es el axioma
de eleccién numerable. El axioma de eleccién numerable no implica el teorema de Banach Tarski



(alguno de ellos puede ser vacio). Estos conjuntos forman una particién de B. Para ver que
A ~ C, dividimos A en los conjuntos A; j = fi_l(Bi,j) y C en los conjuntos C; ; = g;(B; ;).

Entonces, las funciones g; jo f; ; son una isometria de A; ; en C; ;, probando que A ~ C. [

Veamos algunos ejemplos de pares de conjuntos equidescomponibles:

1. jEs la recta real equidescomponible a la recta real sin un punto?

Si: Para comprobarlo R en los dos conjuntos, NR—N, y R\ {0} en los dos conjuntos
1+NyR\N. Como Ny 1+ N son isométricos, hemos acabado.

2. ;Esla S! C C equidescomponible a S! sin un punto?

Si. Considerando la circunferencia unidad S! C C, podemos dividirla en dos subcon-
juntos, A = {e":n =0,1,...} y B =S!'\ A. Llamando r a la rotacién de dngulo 1
(es decir, un radian) alrededor del origen, vamos a probar que S\ {1} = BUr(A).

Llamando p,, = €™, tenemos que los puntos p,, son todos distintos, ya que si pp, = pm,
e(m=m)i — 1 por tanto n — m tendria que ser un multiplo entero de 27, lo cual es
imposible. De modo que, como r(p,) = pp+1Vn, r(A) = {r(p,);n = 0,1,...} =
{Pnt1;n=0,1,...} = A\ {1}, como queriamos.

En este caso la rotacién r tiene un angulo o = 1. La misma demostraciéon habria
funcionado con cualquier angulo « tal que 5- es irracional, sin embargo no funciona
[0}

si 5 es racional: en ese caso los p, no son distintos, forman un poligono regular, y

en ese caso B LU r(A) es S!, no S'\ {1}.

3. ;Es la bola B? equidescomponible a B? sin un punto p?

Si. Elegimos una circunferencia S dentro de la bola y que contiene a p. Ahora
usamos el apartado anterior para transformar S en S\ {p}. Dejando B* — S fijo,
hemos transformado B? en B? — {p}.

4. Es la esfera S? C R3 equidescomponible a S? \ N, donde N es un subconjunto nu-
merable de S??

Si. Comenzamos eligiendo un punto p tal que ni p ni —p estén en N (esto es posible
ya que NU(—N) no es toda la esfera). Dado un dngulo «, llamaremos r, a la rotacién
de angulo « respecto al eje formado por el origen y p.

Supongamos que « cumple que r'(N) NN = @ Vm > 0. Entonces, llamando
M = UP_orit(N), podemos razonar igual que en el ejemplo [2| para deducir que
r(M) = M\ N, por tanto S\ N = (S?\ M) U7r,(M) y habremos acabado.

De modo que solo tenemos que encontrar « tal que 7' (N)NN = @ Vm > 0. Para cada
m, esto quiere decir que Vi, j, r2'(p;) # p;. Pero, dados i, j, m, hay un conjunto finito
(a veces vacio) de angulos en [0,27), que llamaremos A; j ., tales que ' (p;) = pj.
Con coger o de forma que no esté en ningtin conjunto A; ;,, serd suficiente. Tal «
existe ya que solo hay numerables A; ;,,, y cada uno de ellos es finito



El teorema de Banach tarski nos dice algo bastante sorprendente:

Teorema 4 (Banach, Tarski, 1924). Sean A, B C R? subconjuntos acotados que contienen
alguna bola de radio > 0. Entonces A ~ B.

Por ejemplo, una bola y un tetraedro serfan equidescomponibles. O, una bola cerrada
serfa equidescomponible a una bola abierta (de cualquier radio positivo ambas). Pero el
caso mas famoso es este:

Paradoja 5 (Banach, Tarski). Una bola cerrada de radio 1 es equidescomponible a dos
bolas cerradas de radio 1P

Vamos a comenzar probando la paradoja y a partir de ella serd facil probar el teorema.

3 Demostraciéon de la paradoja de Banach-Tarski

En esta seccién demostraremos la paradoja de Banach Tarski a partir del siguiente resultado
(que se probard en las siguientes secciones):

Lema 6. Eriste un conjunto numerable N C S? tal que S> \ N ~ (S?\ N)[(S? \ N).
Concretamente, hay una particion de S* en cuatro subconjuntos A, B, C, D vy dos rotaciones
1,72 que fijan el origen de forma que S* = AUr(B) = C Uri (D).

En lo préximo, llamaremos X' = {kp;p € X,k € (0,1]}, para cualquier subconjunto
X de la esfera. Es decir, X’ el resultado de coger la unién de todos los segmentos que
unen puntos de X al origen, y quitarle el origen. Estas dos propiedades son directas de las
definiciones:

e Si 7 es una rotacién que fija el origen y X C S?, entonces r(X)" = r(X’).
e SiS?D X =X;U---UX,, entonces X' = X| -+ X],

Proposicién 7. Si A,B C S? y A ~ B mediante isometrias f; : A; — B;, donde las f;
son rotaciones que fijan el origen, entonces A’ ~ B'.

Demostracidn. Por las propiedades anteriores, A" = L; AL, B = U;Bly fi(A}) = (fi(4i)) =
BJ, por tanto A’ ~ B’. O

Corolario 8. B\ {0} ~ (S?\ NY'.

Demostracion. En el quinto ejemplo de la primera seccién probamos que S? ~ §2\ N
usando solo rotaciones, por tanto B3\ {0} ~ (S?)" ~ (S?\ N’ O

210 afios antes de que Banach y Tarski publicaran su teorema, Hausdorff publicé un articulo probando
una paradoja muy similar de la que se puede deducir facilmente la paradoja de Banach-Tarski.



Corolario 9. (S2\ N)' ~ (S2\ N)'T[(S*\ N)".
Demostracidn. Se obtiene de aplicar la proposicién [7] al lema [6] ]

Con esto y el lema [f] ya tenemos demostrada la paradoja: el cuarto ejemplo de la
primera seccién dice que B3 ~ B3\ {0}, por tanto:

B ~ B3\ {0} ~ (82 \ V) ~ (8 \ V) (8 \ V) ~B*\ {0} [[ B*\ {0} ~ B [ [ B® (v)

Usando este método, jen cudntas piezas hemos tenido que descomponer la bola para
obtener dos bolas rotando las piezas? Una cota superior facil viene dada por que, como
hemos visto en la prueba de (3, si A ~ B usando n piezas y B ~ C usando m piezas,
entonces A ~ C usando < nmm piezas. Ahora bien, en las cinco descomposiciones de (x)
hemos usado 2,2,4,4 y 4 piezas respectivamente, por tanto la equidescomposicién de B3
en B3 [ B> ha requerido < 2-2-4-4 -4 = 256 piezas. Esta cota puede rebajarse mucho
cambiando detalles de cémo funciona el método, y de hecho en [5] se prueba que hay una
equidescomposicién de B? en B3 [[ B? usando solo 5 piezas, y que es imposible hacerlo con
4 piezas. Describimos la fécil prueba de este dltimo resultado que aparece en [5]:

Teorema 10. No hay una equidescomposicion B> ~ B3 [[ B3 que use < 4 piezas.

Demostracion. Con 3 piezas o menos es obvio que no se puede, ya que una de las 3 piezas
tendria que ser toda la bola. Con 4 piezas, el enunciado equivale a tener B3 = A; L Ay L
Az U Ag de modo que B3 = f1(A1) U fo(As) = f3(A3) U f4(Ay), donde f; son isometrias.
Si esto sucede, alguna rotacién tiene que tener f(0) # 0, ya que si no fi(A;) U fa(A2) y
f3(A3) U f1(A4) no podrian contener ambas el centro de B3.

Supongamos que f1(0) # 0. Entonces f1(A1) N'S? estd contenido estrictamente en un
hemisferio de S?. Por tanto fa(As) contiene mas de un hemisferio de S?, lo cual implica
que f2(0) = 0 y A contiene més de la mitad de S?2. De modo que, al ser Ay disjunto
con Az y Ay, estos tltimos no pueden intersecar S? en méas de un hemisferio, por tanto
f3(As) U f4(A4) no contiene toda la esfera, lo cual es una contradiccién. O

4 El grupo libre [,

Lo que sigue a continuacion es una descripcion de la construccién del grupo libre Fy omi-
tiendo algunos detalles. Una descripcion detallada de los grupos libres y su construccién
necesita varias paginas, y puede encontrarse por ejemplo al principio del capitulo 11 de [4].

Consideremos el conjunto X de palabras que se pueden formar con los caracteres
a,b,a”! y b~! (incluyendo la palabra vacia, que llamaremos e). Diremos que una pal-
abra es reducida si no contiene una expresién de tipo aa™t, a=ta, bb~' 0 b~1b. Entonces, el
grupo libre Fy tendra como elementos las palabras reducidas, y el producto de dos palabras



W=1T1...T5 y W = Y1...Ym, donde x;,y; € {a,b,a!,b71}, vendrd dado por concate-
narlas, obteniendo una palabra x1 ...T,¥y1 ... Ym, v luego simplificar todas las expresiones
aa™!, a=la, bb=' o b~1'b hasta obtener otra palabra reducida. Este producto estd bien
definido y da una estructura de grupo a Fy (esto no es obvio).

De modo que los elementos del grupo libre serén:
e,a,b,a b7 a?abab a2 a7 b, a0 02 ba, ba” b2 b a b e a3, a2, .
Teorema 11. Fy es numerable.

Demostracion. Sea A, el conjunto de palabras reducidas de longitud n (es decir, con n
caracteres). Entonces A, tiene < 4" elementos. Por tanto Fy = U2 A, es una unién
numerable de conjuntos finitos, ergo es numerable. O

Lema 12. FEl grupo Fo tiene una particion en cuatro subconjuntos X1, Xa, X3, X4 tales que
Fo=X1Ua 1Xo=X5Ub 1 Xy,

Estas tipo de particiones de grupos se llaman descomposiciones paraddjicas, precisa-
mente porque se pueden usar para crear descomposiciones paraddjicas de la esfera como la
de la paradoja de Banach Tarski. La idea del lema estd sacada de [2].

Demostracion. Sean

X1 = {w € Fy;w empieza por a~ '}
Xy = {w € Fy;w empieza por a}
X3 = {w € Fy;w empieza por b~'}
Xy = {w € Fy;w empieza por b}.

Se cumple que Fy = X LUa ' Xy = X3 b ' Xy. Lo tinico que falta para que se cumpla el
enunciado es que X1, X9, X3, X4 formen una particién de o, pero e no estd en ninguno de
los 4.

Para arreglarlo basta cambiar X5 y X4 por X; = X3\ {b71,672,073,...} y X} =
XaU{e, b= 072,673,. ..} O

5 Demostracién del lema

Lema 13. Sea G el subgrupo de SO(3) generado por las matrices

§§0 10 0
My=|(-% £ 0], Mpy=[0 2 —3%
0 01 03 2

Entonces G es isomorfo a Fa.



Demostracion. Por la propiedad universal de los grupos libres (véase wikipedia), podemos
definir un homomorfismo f : Fo — G por f(a) = My, f(b) = M,. Es sobreyectivo porque su
imagen es un subgrupo de G que contiene a M y My. Comprobar que es inyectivo es mas
complicado: para ello tenemos que probar que cualquier palabra no trivial y reducida for-
mada por las letras M, M5 no serd la identidad en GG. Esto no es obvio. Una demostracién
totalmente elemental se puede encontrar en esta lexposicion de Tao sobre la paradoja de
Banach Tarski. La demostracién que incluyo a continuacién es algo distinta, tomada de
estas notas [I] también de Tao. Es un poco més larga pero incluye un bonito resultado que
sirve para demostrar que un grupo estd generado libremente por dos elementos: el lema
del Ping Pong.

Lema 14 (Lema del Ping Pong). E|Sea H un grupo que actia sobre un conjunto X, y sean
g,h € H. Supongamos que hay subconjuntos disjuntos de X, Ay, A_, By, B_ tales que su
union no es todo X y

a(X\Ay) CA;a(X\A ) C Ay )
a(X\ By) C B_;a(X \ B_) C B.. (1)

Entonces a,b generan un subgrupo de H isomorfo a Fs.

Demostracion del lema del Ping Pong. Basta probar que ninguna palabra w reducida en
{a, b} representa el elemento e € G. Esto pasa porque dado z € X \ (A4 UA_UBLUB_),
podemos demostrar por induccién en la longitud de w y usando los contenidos de [I] que
w(z) € Ay UA_U By UB_. Por tanto w(z) # z, ergo w no es la identidad en G. O

Ahora aplicamos el lema del Ping Pong para deducir que el grupo G generado por
a = My y b= M> es libre. Vamos a considerar la accién de G sobre el conjunto X cociente
de Q3 por la relacién de equivalencia dada por v ~ 5%v Vo € Q3,k € Z. Llamando 7 a la
clase de v, definimos

8]

ix,y,2 € Z,x = +£3y mod 5,z = 0 mod 5.

h

H
I

<

x
By = y |;x,y,2€Z,2==23y mod 5,z =0 mod 5. ,
z

y se puede comprobar con aritmética modular que A4, B+ cumplen las condiciones del
lema del Ping Pong. O

3Hay otras versiones similares pero no iguales del lema del Ping Pong, y muchas generalizaciones que
tienen en cuenta mas de dos elementos o subgrupos en vez de elementos. Lo unico que tienen todas en
comun es la idea de la demostracion.


https://es.wikipedia.org/wiki/Grupo_libre#Propiedad_universal
https://www.math.ucla.edu/~tao/preprints/Expository/banach-tarski.pdf

Ahora, sea M el conjunto de puntos de la esfera que quedan fijados por algin elemento
no trivial de G \ {e} que no es la identidad. Como cualquier rotacién fija 2 puntos de la
esfera y G es numerable, M también serd numerable.

En lo préximo, dados un subconjunto A de G y un subconjunto X de S?, llamamos

AX a{a(x);a € A,x € X}.
Lema 15. G actia libremente sobre S\ NE| donde N = GM.

Notemos primero que N es numerable, ya que G y M son numerables. De hecho se
cumple que N = M, aunque esto no nos hara falta. La clave para probar N = M es que,
dados p € M y g € G tal que g(p) = p, entonces para cualquier h € G se cumple que h(p)
es un punto fijo de hogo h™1.

Demostracion. Que G actiia sobre S\ N es directo ya que S\ N es una unién de érbitas de
la accién de G sobre S%, o sea que G(S\ N) = S\ N. Ademss la accién es libre: si tenemos
g(z) = z para ciertos g € G\ {e} y # € S?\ N, entonces * € M por definicién de M, y
esto es una contradiccién ya que M C N. O

Demostracidon del lemald. Por el lema podemos particionar G en cuatro conjuntos
Y1,Ys, Y3, Y, tales que G =Y U Mflyz =Y U M2’1Y4.

Ahora es cuando usaremos el axioma de eleccién: en la accién de G sobre S?\ N,
consideramos el conjunto de érbitas O = {Gz;x € S\ N} y seleccionamos un conjunto O
que contiene exactamente un elemento de cada orbita.

Consideremos los cuatro conjuntos Y10, Y20, Y30, Y,O. Entonces tenemos que:

e YONY,0O=025sii#].
Aqui es donde usamos que la accién de G en S? \ N es libre: Si yj01 = y2092, con
y1 € Yi,y2 € Yj,01,02 € O, entonces o1 y o2 estan en la misma 6rbita de la accién,
por tanto o1 = 09, asi que yl_lygol = 01 y como la accién es libre, yl_lyg = e, por
tanto y1 = yo, asi que ¥; =Y.

e ULY; =S?\ N.
Ya que esta unién es GO, GO es S? \ N porque cualquier punto p de S?\ N tiene un
elemento o € O en su 6rbita, por tanto p = g(o) para algin g € G, ergo p € GO.

e 2\ N = Y10 U M;1(Y20) = Y30 U M,y (Y;0).
Esto se deduce directamente de las igualdades G = Y; U M, ly, = YU My ly,.

*Es decir, si g(z) = 2 para algiin g € G y € S\ N, entonces g es la identidad.



Ya podemos demostrar que S? \ N ~ S\ N US?\ N: primero dividimos S? \ N en
los cuatro trozos Y10,Y20,Y30 e Y;0. Entonces, Y10 U M; ! (Y20) y Y30 U My H(Y40)
forman dos copias de S?\ N, y My, M5 son rotaciones, por tanto hemos obtenido dos copias
de S2\ N a partir de dividir S?\ NV en cuatro trozos y rotar dos de ellos. O

6 Prueba del teorema de Banach Tarski

Teniendo la paradoja nos va a ser facil demostrar el teorema de Banach-Tarski, que
recordemos que dice que cualquier par de subconjuntos acotados con interior no vacio
son equidescomponibles. El resultado fundamental que usaremos es el ejercicio 2.1 de [1]:

Teorema 16 (Banach, Schroder, Bernstein). Si A, B C R3, A es equidescomponible a un
subconjunto de B y B es equidescomponible a un subconjunto de A, entonces A ~ B.

La demostracion va a ser una adaptacion de la prueba del teorema de Schroder-
Bernstein:

Teorema 17 (Schroder, Bernstein). Dadas dos funciones f : A — B yg : B — A
inyectivas, podemos construir una biyeccion h : A — B tal que en todo punto, h(x) es o

bien f(z) o g~ (x).

La segunda parte no se suele incluir en el enunciado, pero es una consecuencia directa
de su demostraciénEL que se puede encontrar por ejemplo en wikipedia

Demostracion de[I6. Sean A’ C A, B' C B con B ~ A’ mediante funciones f; : B; — Al y
A ~ B’ mediante funciones g; : A; — BJ.

Entonces podemos definir inyecciones f : B — Ay g : A — B definidas a trozos por
las f; y las g; respectivamente. Por @ hay una biyeccién h : A — B de modo que, Vz € A,
h(z) es o bien f~(x) o g(x). Es decir, Vo € A, h(z) es o bien f; () para algiin i o gj_l(:v)
para algun j.

Ahora definamos C; = {z € A;h(z) = f;'(x)} y Dj = {z € A;h(z) = g;(x)}. Es
posible que los C; no sean disjuntos con los D;, por tanto definimos D; = D;\U;C;, y ahora
si, tenemos que A ~ B mediante las funciones f; ' : C; — Im(C;) y g; : D — Im(D;)". O

Demostracion del Teorema[]]. Por el teorema anterior nos bastard con demostrar que dados
un conjunto acotado A C R? y una bola B C R3, A es equidescomponible a un subconjunto
de B.

Para ello, supongamos que podemos recubrir A con las bolas t1B,...,ty B, siendo las
t; traslaciones. Consideremos el conjunto A N (t1B Uty DB): estd contenido en la unién de
dos copias de B, por tanto es equidescomponible a un subconjunto de ¢;B. De modo que

5Una demostracién muy bonita que no usa axioma de eleccién!


https://en.wikipedia.org/wiki/Schr\unhbox \voidb@x \bgroup \let \unhbox \voidb@x \setbox \@tempboxa \hbox {o\global \mathchardef \accent@spacefactor \spacefactor }\let \begingroup \let \typeout \protect \begingroup \def \MessageBreak {
(Font)              }\let \protect \immediate\write \m@ne {LaTeX Font Info:     on input line 417.}\endgroup \endgroup \relax \let \ignorespaces \relax \accent 127 o\egroup \spacefactor \accent@spacefactor der-Bernstein_theorem

A es equidescomponible a un subconjunto de ;B U --- Uty_1B. Repitiendo este proceso
otras N — 2 veces, llegamos a que A es equidescomponible a un subconjunto de t; B, por
tanto a un subconjunto de B. O

7 El teorema de Banach Tarski en dimensién # 3

Teorema 18 (Banach, Tarski, 1924). Sea n > 4 y A, B C R"™ subconjuntos acotados con
interior no vacio. Entonces A ~ B.

La prueba va a ser andloga al caso n = 3.
Lema 19. Si k> 1, B2 x [0,1]* ~ (B? x [0, 1]¥) [](B? x [0, 1]%).

Demostracion. Sabemos que B? ~ B3 [ B3, supongamos que mediante isometrias f; : A; —
B;, donde los A; forman una particién de B3 y los B; forman una particién de B3 [[B3.
Entonces F; : A;x[0,1]¥ — B;x[0,1]*¥ dada por F;(p, q) = (fi(p), q) también son isometrias,
por tanto B3 x [0,1]* ~ (B3 x [0,1]%) [[(B? x [0, 1]%). O

En los casos n = 1,2, no se cumple el analogo de la paradoja de Banach Tarski, como
descubriremos en la siguiente seccién.

Demostracion del teorema 18 Se demuestra igual que el teorema [, solo que en este caso
en vez de recubrir cada conjunto acotado con finitas bolas, lo recubriremos con finitos
conjuntos isométricos a B3 x [0,1]"73. O

8 Importancia de la paradoja. Medidas finitamente aditivas

La principal consecuencia de la paradoja de Banach Tarski estd en teoria de la medida.
Sea G el grupo de isometrias de R3.

Teorema 20. No existe una medida m finitamente aditiva G-equivariante en P(R3) tal
que m(B3) € (0,inf).

Donde, dado un grupo G actuando sobre un conjunto X, definimos una medida fini-
tamente aditiva en P(X) como una funcién m : P(X) — [0,00] tal que m(@) = 0y
m(AUB) =m(A)+m(B) si A, B C X son disjuntos. Diremos que m es G-equivariante si
m(A) =m(g(A)VAC X,g€G.

De modo que el enunciado anterior simplemente quiere decir que no hay ninguna medida
finitamente aditiva en P(R®) que se preserva por rotaciones, traslaciones y simetrias.



Demostracion. Supongamos que tal medida existiera. Como B* ~ B3][B3, podemos
tomar una particion B® = A; U--- U A,, k € {1,...,n} y rotaciones r1,...,7, tales
que B3 = UF_ri(4;) = U717 (A;). De modo que podemos deducir la igualdad m(B3) =
Soim(4;) = Zle m(A;) + Y0y m(A;) = m(B3) + m(B?), lo cual es absurdo si
m(B?) € (0,0). O

Otro resultado que se demuestra igual:
Proposicién 21. No ezxiste una medida de probabilidad finitamente aditiva en S?. O

Estas ideas se pueden generalizar: en vez de estudiar la accién de SO(3) en S? o la
de G R3? podemos estudiar cualquier accién de un grupo G en un conjunto X, y dar
definiciones anélogas a las que hemos visto de que dos subconjuntos A, B de X sean G-
equidescomponibles o que tengan descomposiciones G-paradéjicas. Usando estos conceptos,
otros contraejemplos famosos como el conjunto de Vitali, que demuestra que no puede haber
una medida numerablemente aditiva en P(R) que se preserva por traslaciones, se pueden
expresar en términos similares a la paradoja de Banach-Tarski.

Los apuntes de Tao [I] dan un muy buen resumen de todos estos conceptos y otros
relacionados como la amenabilidad.

Respecto a los casos n = 1,2, tenemos el siguiente teorema que Banach probé en [6] y
no vamos a demostrar aqui:

Teorema 22 (Banach, 1923). Para n = 1,2, ezisten medidas finitamente aditivas invari-
antes por isometrias definidas en todo P(R™) y que coinciden con la medida Lebesgue en
la o-dlgebra de Lebesgue.

Por tanto, como tenemos esas medidas que no son ni 0 ni oo en B”, para n = 1,2 no se

cumple B" ~ B" [[ B™.
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